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• Objec*ve	
  
• Construct	
  a	
  3D	
  Parallel	
  Adap*ve	
  
computer	
  code	
  to	
  solve	
  a	
  set	
  of	
  chemical	
  
transport	
  equa*ons	
  	
  
•  Using	
  Discon*nuous	
  Galerkin	
  Method	
  (DG-­‐FEM)	
  

	
  



• Objec*ve	
  
• Background	
  
• Current	
  Progress	
  
• Acknowledgements	
  



Discon*nuous	
  Galerkin	
  Method	
  (DG-­‐FEM)


•  Discon*nuous	
  Galerkin	
  Method	
  (DG-­‐FEM)	
  
–  A	
  class	
  of	
  Finite	
  Element	
  Method	
  (FEM)	
  
–  Finding	
  approximate	
  solu*ons	
  to	
  	
  
boundary	
  value	
  problems	
  	
  

–  Solving	
  differen*al	
  equa*ons	
  




Example:	
  Solving	
  Heat	
  Equa*on	
  (1D)


•  	
  1D	
  Poisson’s	
  Equa*on	
  on	
  domain	
  𝐼=[𝑎,𝑏]	
  

− ​𝑢↑′′ =𝑓�
  �
𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏)=0	
  

0
 0


𝑏
𝑎


Temperature	
  𝑢



Insulator




Example:	
  Solving	
  Heat	
  Equa*on	
  (1D)


•  Mul*ply	
  by	
  an	
  arbitrary	
  func*on	
  𝑣  	
  
(sa*sfying	
  𝑣(𝑎)=𝑣(𝑏)=0	
  )	
  	
  

•  Integra*on	
  (Strong-­‐form)	
  

​−𝑢↑′′ 𝑣−𝑓𝑣=0�

  	
  
	
  

− ​∫𝑢↑′′ 𝑣−∫𝑓𝑣=0�

  	
  
	
  



Example:	
  Solving	
  Heat	
  Equa*on	
  (1D)


•  Suppose	
  𝑣	
  is	
  con*nuous	
  over	
  𝐼,	
  integra*on	
  by	
  parts	
  	
  is	
  con*nuous	
  over	
  𝐼,	
  integra*on	
  by	
  parts	
  

•  Obtain	
  Weak-­‐form	
  of	
  Finite	
  Element	
  Method	
  

	
  

​∫𝑢↑′ ​𝑣↑′ + ​[​𝑢↑′ 𝑣]↓𝐼 −∫𝑓𝑣=0�

  	
  
	
  

​∫𝑢↑′ ​𝑣↑′ −∫𝑓𝑣=0�

  	
  
	
  



•  Choice	
  of	
  𝑣:	
  also	
  serve	
  as	
  basis	
  func*ons	
  

	
  

•  Approximate	
   ​𝑢↓i =∑𝑗↑▒​​𝑢 ↓𝑗 ​  𝑣↓𝑗  	
  :	
  linear	
  
combina*on	
  of	
   ​𝑣↓𝑗   	
  

	
  

Example:	
  Solving	
  Heat	
  Equa*on	
  (1D)


​𝑢↓0   	
  
	
  

​𝑢↓1   	
  
	
   ​𝑢↓2   	
  

	
  

​𝑥↓0 =𝑎	
  
	
  

​𝑥↓1 	
  
	
  

​𝑥↓2 	
  
	
  

​𝑥↓3 =𝑏	
  	
  
	
  

​𝑥↓𝑗 	
  
	
  

​𝑣↓𝑗 	
  
	
  

█■∫​𝐼↓   ↑▒​𝑣↓0↑′ ​𝑣↓0 ′     &∫​𝐼↓   ↑▒​
𝑣↓1↑′ ​𝑣↓0 ′ &∫​𝐼↓   ↑▒​𝑣↓2↑′ ​𝑣↓0↑′  
@∫​𝐼↓   ↑▒​𝑣↓0↑′ ​𝑣↓1 ′ &∫​𝐼↓   ↑▒​
𝑣↓1↑′ ​𝑣↓1 ′ &∫​𝐼↓   ↑▒​𝑣↓2↑′ ​𝑣↓1 ′   
@∫​𝐼↓   ↑▒​𝑣↓0↑′ ​𝑣↓2 ′ &∫​𝐼↓   ↑▒​
𝑣↓1↑′ ​𝑣↓2 ′ &∫​𝐼↓   ↑▒​𝑣↓2↑′ ​𝑣↓2 ′  


​​𝑢 ↓0 


​​𝑢 ↓1 


​​𝑢 ↓2 


∫​𝐼↓   ↑▒𝑓​𝑣↓0↑  


∫​𝐼↓   ↑▒𝑓​𝑣↓1↑  


∫​𝐼↓   ↑▒𝑓​𝑣↓2↑  


−
 =0




•  Suppose	
  𝑣	
  is	
  discon*nuous	
  on	
   ​𝑥↓𝑗 	
  	
  is	
  discon*nuous	
  on	
   ​𝑥↓𝑗 	
  

	
  

•  Integra*on	
  by	
  parts	
  on	
  each	
  interval	
  
	
  

Example:	
  Solving	
  Heat	
  Equa*on	
  (1D)


​𝑣↓  ↑​(𝐼↓0 )     	
  
	
  

​𝑥↓0 	
  
	
  

​𝑥↓1 	
  
	
  

​𝑥↓2   	
  
	
  

​𝑥↓3 	
  	
  
	
  

​𝑣↓  ↑​(𝐼↓1 )     	
  
	
   ​𝑣↓  ↑​(𝐼↓2 )     	
  

	
  +	
   −	
  

+	
   −	
  
+	
  

−	
  

− ​∫𝑢↑′′ 𝑣  =−∑𝑗↑▒​∫​𝐼↓𝑗 ↑▒​𝑢↑′′   𝑣 ↑   =∑𝑗↑▒(∫​𝐼↓𝑗 ↑▒​𝑢↑′   ​𝑣↑′   ) − ​∑𝑗↑▒   ​​[𝑢′𝑣]↓​𝑥↓𝑗 ↑​
𝑥↓𝑗+1    ↓  ↑     ↓)   	
  




	
  

	
  
	
  

Example:	
  Solving	
  Heat	
  Equa*on	
  (1D)


− ​∑𝑗↑▒   ​​[​𝑢′↑   𝑣′]↓​𝑥↓𝑗 ↑​𝑥↓𝑗+1    ↓  ↑   = ​∑𝑗↑▒   𝑢↑′ (​𝑥↓𝑗↑+ )𝑣(​𝑥↓𝑗↑+ )− ​𝑢↑′ (​𝑥↓𝑗+1↑
− )𝑣( ​𝑥↓𝑗+1↑− )↓     


​█■=       ​𝑢↑′ (​𝑥↓0↑+ )𝑣(​𝑥↓0↑+ )− ​𝑢↑′ (​𝑥↓1↑− )𝑣(​𝑥↓1↑− ) ⁠                                            + ​    𝑢↑′ (​𝑥↓1↑
+ )𝑣(​𝑥↓1↑+ )− ​𝑢↑′ (​𝑥↓2↑− )𝑣(​𝑥↓2↑− ) ⁠                                                                                                    + ​    𝑢↑′ (​𝑥↓2↑
+ )𝑣(​𝑥↓2↑+ )− ​𝑢↑′ (​𝑥↓3↑− )𝑣(​𝑥↓3↑− ) ⁠⁠ ↓   


​= ​​𝑢↑′ (​𝑥↓0↑+ )𝑣(​𝑥↓0↑+ )+∑𝒊𝒏𝒕𝒆𝒓𝒊𝒐𝒓𝒋↑▒  ( 𝒖↑′ (​𝒙↓𝒋↑+ )𝒗(​𝒙↓𝒋↑+ )− ​𝒖↑′ (​𝒙↓𝒋↑− )𝒗( ​𝒙↓𝒋↑
− )↓   )−   ​𝑢↑′ (​𝑥↓3↑− )𝑣(​𝑥↓3↑− )  


​𝑣↓  ↑​(𝐼↓0 )     	
  
	
  

​𝑥↓0 	
  
	
  

​𝑥↓1 	
  
	
  

​𝑥↓2   	
  
	
  

​𝑥↓3 	
  	
  
	
  

​𝑣↓  ↑​(𝐼↓1 )     	
  
	
   ​𝑣↓  ↑​(𝐼↓2 )     	
  

	
  +	
   −	
  

+	
   −	
  
+	
  

−	
  



Example:	
  Solving	
  Heat	
  Equa*on	
  (1D)


	
  
•  	
  Non-­‐zero	
  jumps	
  at	
  interior	
  nodes	
  
•  	
  Transfer	
  intervals	
  informa*on	
  between	
  intervals	
  
•  	
  Discon*nuous	
  Galerkin	
  Methods	
  
	
  

​𝑣↓  ↑​(𝐼↓0 )     	
  
	
  

​𝑥↓0 	
  
	
  

​𝑥↓1 	
  
	
  

​𝑥↓2   	
  
	
  

​𝑥↓3 	
  	
  
	
  

​𝑣↓  ↑​(𝐼↓1 )     	
  
	
   ​𝑣↓  ↑​(𝐼↓2 )     	
  

	
  +	
   −	
  

+	
   −	
  
+	
  

−	
  



Example:	
  Solving	
  Heat	
  Equa*on	
  (1D)


•  Approximate   ​𝑢↓h↑​(I↓ℎ ) =∑𝑘↑▒​​𝑢 ↓𝑘↑​(𝐼↓ℎ ) ​
𝑣↓𝑘↑​(𝐼↓ℎ )  	
  

•  Matrix	
  formula*on	
  
–  In	
  terms	
  of	
  blocks	
  

	
  
	
  

Info	
  within	
  
Interval	
  ​𝐼↓1 


Info	
  within	
  
Interval	
  ​𝐼↓2 


Info	
  within	
  
Interval	
  ​𝐼↓0 


Info	
  across	
  
Interval	
  ​𝐼↓0 	
  and	
   ​

𝐼↓1 

Zeros	
  (Non	
  

adjacent	
  intervals)


Info	
  across	
  
Interval	
  ​𝐼↓1 	
  and	
   ​

𝐼↓0 


Info	
  across	
  
Interval	
  ​𝐼↓1 	
  and	
   ​

𝐼↓2 

Info	
  across	
  

Interval	
  ​𝐼↓2 	
  and	
   ​
𝐼↓1 


Zeros	
  (Non	
  
adjacent	
  intervals)


​𝑣↓0↑​(𝐼↓2 ) 	
  	
  
	
  

​𝑣↓1↑​(𝐼↓2 ) 	
  
	
  

​𝑥↓2 	
  
	
  

​𝑣↓0↑​(𝐼↓1 ) 	
  	
  
	
  

​𝑣↓1↑​(𝐼↓1 ) 	
  
	
  

​𝑥↓1 	
  
	
  

​𝑣↓0↑​(𝐼↓0 ) 	
  	
  
	
  

​𝑣↓1↑​(𝐼↓0 ) 	
  
	
  

​𝑥↓0 	
  
	
  

​𝑥↓3 	
  
	
  

​𝑢↓0 	
  
	
  

​
𝑢↓
1 	
  
	
  

​
𝑢↓
2 	
  
	
  

​𝐼↓0 	
  
	
  

​𝐼↓1 	
  
	
  

​𝐼↓2 	
  
	
  

​𝑣↓0↑​(𝐼↓0 ) 	
  	
  
	
  

​𝑣↓1↑​(𝐼↓0 ) 	
  
	
  

​𝑣↓0↑​(𝐼↓1 ) 	
  	
  
	
  

​𝑣↓1↑​(𝐼↓1 ) 	
  
	
  

​𝑣↓0↑​(𝐼↓2 ) 	
  	
  
	
  

​𝑣↓1↑​(𝐼↓2 ) 	
  
	
  ​𝑣↓0↑​(𝐼↓0 ) 	
  	
  

	
  ​𝑣↓1↑​(𝐼↓0 ) 	
  
	
  ​𝑣↓0↑​(𝐼↓1 ) 	
  	
  
	
  ​𝑣↓1↑​(𝐼↓1 ) 	
  
	
   ​𝑣↓0↑​(𝐼↓2 ) 	
  	
  
	
  ​𝑣↓1↑​(𝐼↓2 ) 	
  
	
  

​​𝑢 ↓0↑​(𝐼↓0)  


​​𝑢 ↓1↑​(𝐼↓0)  


​​𝑢 ↓0↑​(𝐼↓1)  

​​𝑢 ↓1↑​(𝐼↓1)  

​​𝑢 ↓0↑​(𝐼↓2)  

​​𝑢 ↓1↑​(𝐼↓2)  


=…




Example:	
  Solving	
  Heat	
  Equa*on	
  (1D)


•  	
  2D	
  Poisson’s	
  Equa*on	
  on	
  domain	
  Ω	
  

− ​∆  𝑢  ↑   =𝑓�
   �
𝑢= ​𝑔↓𝐷   on	
   ​Γ↓𝐷 	
  
	
  

​𝜕𝑢/𝜕𝑛 = ​𝑔↓𝑁 	
  on   ​Γ↓𝑁 	
  

​Γ↓D 


​Γ↓𝑁 


Insulator

​𝑔↓𝐷 


Heat	
  Flux

​𝑔↓𝑁 


Temperature	
  𝑢





Example:	
  Solving	
  Heat	
  Equa*on	
  (1D)


•  	
  2D	
  Poisson’s	
  Equa*on	
  on	
  domain	
  Ω	
  

•  Par**on	
  the	
  domain	
  
into	
  triangles	
  

•  DG-­‐FEM:	
  
Jumps	
  across	
  edges	
  

​Γ↓D 


​Γ↓𝑁 


+	
   −	
  



Why	
  DG-­‐FEM	
  over	
  FEM


•  Cons:	
  
–  Large	
  number	
  of	
  degrees	
  of	
  freedom	
  

•  Pros:	
  
–  Increase	
  of	
  accuracy	
  
–  Sparse	
  matrix	
  
–  Facilita*on	
  of	
  paralleliza*on	
  

•  Informa*on	
  within	
  or	
  across	
  local	
  matrix	
  blocks	
  



• Objec*ve	
  
• Background	
  
• Current	
  Progress	
  
• Acknowledgements	
  



• Understand	
  1D	
  DG	
  serial	
  code	
  
•  Example:	
  	
  ​𝑓= ​𝜋↑2 ​sin ⁠(𝜋𝑥) ,  𝑢(0)=𝑢(1)=0    ↓   	
  
•  Basis	
  func*ons	
   ​𝑣↓0 =1−𝑥,   ​  𝑣↓1 =𝑥

•  Number	
  of	
  intervals	
  =	
  20  	
  

Current	
  Progress




• Understand	
  1D	
  DG	
  serial	
  code	
  
•  Example:	
  	
  ​𝑓= ​𝜋↑2 ​sin ⁠(𝜋𝑥) ,  𝑢(0)=𝑢(1)=0    ↓   	
  
•  Basis	
  func*ons	
   ​𝑣↓0 =1−𝑥,   ​  𝑣↓1 =𝑥

•  Number	
  of	
  intervals	
  =	
  20  	
  

– Norm	
  behaviors	
  
•  ​(∑𝐼↑▒   ∫𝐼↑▒   ​(𝑢− ​𝑢↓h )↑2 dx  )↑​1/2    ~   ​𝑐h↑2 	
  	
  	
  

Current	
  Progress




• Understand	
  1D	
  DG	
  serial	
  code	
  
• Extend	
  the	
  1D	
  serial	
  code	
  to	
  parallel	
  code	
  
• Understand	
  2D	
  DG	
  serial	
  code	
  
• Extend	
  the	
  2D	
  DG	
  serial	
  code	
  to	
  parallel	
  code	
  
• Extend	
  the	
  2D	
  DG	
  parallel	
  code	
  to	
  cover	
  chemical	
  
transport	
  equa9ons	
  (?)	
  
• Expand	
  to	
  3D	
  parallel	
  code	
  (?)	
  
• Expand	
  the	
  code	
  to	
  be	
  adap*ve	
  (?)	
  

Current	
  Progress




• Objec*ve	
  
• Background	
  
• Current	
  Progress	
  
• Acknowledgements	
  


